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Eine einfache Naherung zur Elektronentheorie der Ubergangsmetalle

Von E. GraTzer *

und H. ScHLECcHTWEG**

(Z. Naturforschg. 10 a, 777—783 [1955] ; eingegangen am 7. Februar 1955)

Die in der Quantenmechanik als Ndherungsverfahren bekannte Variationsmethode wird hier auf
Ubergangsmetalle mit einem s-Elektron auBerhalb unabgeschlossener d-Schale angewendet und ins-

besondere fiir hexagonales Gitter durchgefiihrt.

Die Ubergangsmetalle sind im festen Zustand
dadurch charakterisiert, dal s-Band und d-
Band nicht voll besetzt sind. Zur ndherungsweisen
quantentheoretischen Behandlung kann man gemaf}
einem von Wigner und Seitz stammenden Ver-
fahren jedes Atom in ein Polyeder gemill der Art
des Kristallgitters einschlieBen. In erster Ndherung
werde dann dieses Polyeder in bekannter Weise
durch eine Kugel ersetzt. Fir die in abgeschlossenen
Schalen befindlichen Elektronen kann angenommen
werden, dal} fiir sie nichts gegeniiber dem Zustand
des freien Atoms geédndert ist. Befinden sich n+1
Elektronen auflerhalb abgeschlossener Schalen, so
kann bei einem im s-Zustand befindlichen Elektron
die Schrodinger-Gleichung in der Form

ZA (p+2{v (r0+2vd(r, — } =c¢ (1)

y=1
geschrieben werden, wobei mit

e= —2Eay/e,

ay=h?/me?

die Energie ¢ dimensionslos ist und die Ortsvektoren
t, der Elektronen in Einheiten von a, gemessen wer-
den. Es werde in der Naherung des Wigner-Seitz-
Modells so vorgegangen, daf} die Elektronen eines
Atoms in der Wigner-Seitz-Kugel als lokalisiert be-
trachtet werden. Das Potential, in dem sich das s-
Elektron dann befindet, werde in der Form angesetzt

vs(r)=(Z+sexp(—;vsr))/r, (2a)
das Potential, in dem sich die d-Elektronen befin-

den, in der Form

va(t) =(Z+dexp(—yar) [r, (2b)

ferner

W=Zl/}ry—rﬂ[ mit v < u. (3)

v, u=0

Sieht man von Eigenschaften ab, bei denen der Spin

* Heidenheim/Brenz, Dieselstr. 5.
** Kettwig/Ruhr, Brederbachstr. 13.

eine bedeutsame Rolle spielt, so werde fiir ¢ nahe-

rungsweise
o=IT wis)
»=0

angesetzt. Ist £ das Volumen einer Wigner-Seitz-
Kugel vom Radius 0, so werde durch

(4a)

[lw(m)rde=1 (4b)
2
normiert; dann gilt auch
[f fI(pl drgdr,...dr,=1.  (4c)
2, 2,
Aus (1) folgt dann
f=Z [ A de 2 [y 20, de
e (3)
f‘l/'[ vddr—2f f[r;[-Wdro .dt,.

=10 D, 2,
Ist o der Radius der Wigner-Seitz-Kugel, so kann
fiir die sich auf die s-Elektronen beziehende Schro-
dinger-Funktion der Ansatz mit natiirlichen Zahlen %

ks
wo(t) =u D ag(2s) ub (6a)
mit o
u=r/o (7)
gemacht werden, und fiir die d-Funktionen
kq
o (x) =wa Dag () uh ¥, (9, ) (6b)
E=0

mit noch freien Parametern ., 4, 4., 44, wobei die
ag; und ag; als Funktionen je eines Parameters A
bzw. 24 so gewidhlt werden, daf} die v, und v, aufler
(4b) gewisse physikalisch naheliegende Bedingun-
gen erfiillen, wie etwa in Anlehnung an das Wigner-
Seitz-Modell

fir r=0 (8)
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zur Berechnung des Grundzustandes. ag; bzw. ag;
mogen als Polynome in A5 bzw. 4, angesetzt werden

QS
Osk (;~=) == Z Bskp Zsp s
e (6¢)

Qd
agr (4a) = ZBdkp Ag?

p=0

Die Ansitze (6) lielen sich allgemeiner so formu-
lieren, dal die ay; und og; selbst, soweit sie infolge
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der Bedingungen (4b) und (8) voneinander un-
abhingig sind, die noch freien Parameter wiren;
jedoch wiirde dies den Rechenaufwand ziemlich ver-
groflern und praktisch kaum viel bringen!. Die
Funktionen Y, (¥, ¢) sind gemiB der Kristallsym-
metrie zu wahlen? als Linearkombinationen der
tesseralen und sektoriellen Kugelfunktionen; sie
seien im folgenden auf 1 normiert durch

2a 7
Jdp [d0sin 9| ¥,0) (8, )2 = 1. 9)
0 0

Dann findet man fiir den kinetischen Energieanteil (5)

i/wy* Ay, dr
y=02

I;S
(%s+ks) (es+ky+1)

2 s+ ky+ kot 1
ky, ky=0

=470

Die potentiellen Energien sind dann

k
VA

* g o I
aS]\‘l ().\) ask2(/~s) ‘1‘4‘7£

(10)

(xd+k ) (a+k.+1) —

*
% by Tt 1 Cldkl (Za) aars (2a)

Ky, k=0

2'[’ Yo ’2 Us dr=8n ngGSkl (;'5) a5k2(15) {5;:;+k1+k2+2 + (QyS)Z;':-"k;-f—k;Z I‘*(z %s+k1 + k2+2’ Q‘yb)} s

kyy k=0

(11a)

b
wo I'*(a,b) = / t*1e~tdt die unvollstindige I'-Funktion ist, und
o

kq

d

22[[ Yy ;- vadt=2n Q-Zadl‘l(/d) ad"2(;d) {2 xd+k1+ko+2 T2 (e (o 7(1)2 xgthitks —L?F (22a+ ki + ks + 2, Q ’d)}-

y=1 2 kg, k=0

(11b)

Zerlegt man die in (5) enthaltene Wechselwirkungsenergie gemaf

/ /!‘PIQWdTo dr,l_zZ/[on(ro)P—{g,’

v=102, 2,

12
Lol dr,+2Z f[ ’”’(”‘ """“"” A, e

1=y<p 2, 2,
v=1, 2,,..,n
u=1,2,..0,0

so ldBt sich der erste, die s-Elektronen enthaltende Teil, in einfacher Weise berechnen, indem man sowohl
im Raum des Vektors r, als auch im Raum des Vektors t, Polarkoordinaten einfiihrt.
Wihlt man dann fiir das Polarkoordinatensystem des Vektors r, den Vektor r, als Achse, so hat man

re2+r?2 —rO,

roT»cos =

; Toy
und sin ¥y ddy= """ dro,.
ToT,

Der die s-Elektronen enthaltende Anteil der Wechselwirkungsenergie der d-Elektronen wird dann

as /.I(M) asky (£s) *
2;, Fhtkyt+2 Adpy (/d) adl’)(/d)

Ky, ke=0, ..., kg f 1

5

8ano

! Ein spezieller Fall des Ansatzes (6) wurde von den
Verff. in einer Mitte August 1954 abgeschlossenen Unter-

\2 %a+py+pst3

(12)

1
(2 xs+ky+ko+3) (2 %5+2 Hd+k1+k2+P1+P2+5)} ’

suchung diskutiert und in hinreichender Ubereinstimmung

mit dem Experiment gefunden.
2 Vgl. z.B. D. G. Bell, Rev. Mod. Phys. 26, 311 [1954].
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Zur Berechnung der Wechselwirkungsenergie zwischen den d-Elektronen sind die folgenden Integrale mit

kq

Hilfe von (6b) zu bilden
Fey By

/ W () By (r)
[ rv . rvu
Py P2=0

gt ki that2 5 25+pytpet2

u ~*a 2 u AT P1 TPy

' / / . [ : | Y, (9
YT

wobei der Ortsvektor r, durch die Polarkoordinaten
r,=ou,, ¥, @ beschrieben wird und r. durch die
um dieselbe Achse genommenen Polarkoordinaten

Fp= Q U, 19'11, Pu .

Dabei ist, wenn beispielsweise im Fall des hexa-
gonalen Gitters, auf das die Durchfiihrung der Ein-
zelrechnung hier beschrankt werden mage,

Ys®) (3, ) 2] Yo (D, @) 2 = D1 A

),1,)1)
v =

YIS ve

Dann folgt aus (13) unter Benutzung von (15) so
wie Formel (A 5) des Anhanges I:

| () By, () 2
’[ ‘r r‘ d dTu
kg
S ) i () 20y ) s o
TS ky+pi+ks+po+ 4 2a+5
ky, ks
Py, P2=0
. (» ‘u)( 1 e r
{Sl ky+ky+2 24+3 P1+P2+2%d+3)
(v 11)(__7 | T S
+S k1+k3+2 %4+5 P1+P2+2 7‘(1+5)

DA -
3 kyFky+2%a+7  py+pet2xa+1
mit

(r,10) _ Z (v, 1) vy v o
Sl ‘A)'l Yo ¥y Vs 61'1 vy arl Vo Vy Ve

vy Ve

Yy Ve
= Agooo + Aoor1 + Agoz2
+ A1100 + A1111 + 41122
+ Ay200 + Aa11 + A202 -
3 Die durch die Orthonomierung der Y,() (, ¢) sich er-
gebenden Vereinfachungen fiir die S;(-«) sollen hier der

Kiirze halber nicht mehr diskutiert werden; sie lassen sich
leicht hinschreiben.

dr, dv. = o® 2 adky (4a) aapy (4a) aaks (£a) daps (Za)

K (1) (l?;,([/ )KZ(H'(ﬁ;,(p )Ké) " (194(, (Fu) Kz() ’(l)u,(fu)

(13)

2(‘“) (lg_u . ¢_ll) ’2 dul' du_u Sin l9p dl?; sin l?_u dl?u d(Pv dq;u 5

Ky* (9, ) = VN 2 Py(cos 0.),

K (9, @) = V3N L Py2(cos ) cos 2 ¢,
K52 (9, @u) = V3N 4L Py2(cos ) sin 2 ¢,
mit N =5/16 x auf 1 normierte Kugelflachenfunktio-
nen sind, P, das Legendresche Polynom zweiten

Grades und P,? eine zugeordnete Kugelfunktion er-
ster Art, sowie je nach der Art der Kristallsymmetrie

(14)

(15)

(v, ) (v, 1)
52 ZAIII vy Ve

Yq Vg

Oxl)

yove Doy
ryve

=15 (Aoooo — Aoot1 — Aooz22 + Aoto1 + Ao202
— Ay100 + Ar111 + 120
— Azsgo + Az211 + As220) 5

S(x'. 20— ZA (r, ) *1'] e
3

Yy VeV Vs é)'l 1'; ?l‘l re ;:l ’s
=147 (36 Aggoo +6 Agg11 + 6 Aggaz + 15 Agypy
+ 15 Agag + 6 Ay190 + 36 Ay11q — 34 Ayy20
+ 35 Aja19 + 6 Azzg0 — 34 Azayy + 36 Azgzz),

wobei auf den rechten Seiten der ibersichtlichen
Schreibweise halber die oberen Indizes » und u bei
den 4,,,,7,,, weggelassen wurden 3.

Setzt man die By, und By, von (6¢) in der Form

fs (/ B(le

f«l(/d) C(”\[} (17)

\;.p—]'/ = Cap s V =
mit von 4, bzw. 2, nicht abhingigen Zahlen C,
bzw. Cyx, an, wobei die f,(4;) und f4(44) so be-
stimmt sind, dal die Normierungsbedingung (4b)
erfillt ist, so 1Bt sich die Energie ¢ in einer die
Abhingigkeit von Z, und 2, explizit zeigenden Weise
in der folgenden Form schreiben:
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2 0.
e=4aoqf(2)

q=0

it +2om) + [ fala)
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&)

L~
[y

Aa" (820 + 2 0 £49)

4 Qa
5 " ot 4 % ]
—2n0%| fo(4)®] fal /d)\)ZAs”/d" &'~ 5 [ fa(Za)]® E'/vdqfsq j (18)
q=0;v.. 5205 q=0 ]
q¢’=0,...,2Q4d
wobei
2 ] (s +ks) (es+ks+1) (#a+ks) (ea+ke+1)—6 ~*
&g = C~ Cs k99 &g = = 2 I 909
1q o 2 st by +hy+1 kqay Uskaag 5 2q 93 5, 2 ey Tl t 1 C<1/111 Cdl.zq_),
@t a=q - q;+qe—q _
Ky ky=0, ..., ks ky, ky=0, ..., ka
1y @3=0,..., Qs Gig G5=0, : orn Qa
2: @ xt by tht2, ol o
€3¢ = = S S R C~ Cs 99
31 2 ;«+k1+k,+2 (0 7s)20st kT2 | k1aq Lskaaz s
q.+qo—q
Ky, ky=0, ..., ks
. s=0,...,0s
1 | VA I'*(2 xq+ky+ko+2,0 ya)| o
= _ s Ryt t2, 0 0a) Caryqq Cakogs
T 3L \Zratk ke t2 (0 ya) 2tk F kT2 e
@t q=q
Ky, ky=0,..., kd
-5 Qa
* * 5
P lZ Cskyay Cskoas Capyag Cdpgay 1 B 1 -
T s 2 xs+ki+ka+2 2%a+P+Pat3 (2 xsthki+ha+3)(2 %s+2 xa+ki+ka+p1+p2+5)
@t g:=q
qta=q
Ky, ky=0, ..., ks
Pis Pe=0;:::5 ka
491, 42:=0, ..., Qs
g3, 94=0, ..., Qa
. 1 Cdl\1l11 Cak )t[,_C‘(Alil)l]zC«i]},qg‘ o 177 T 1 77)
i 08 4 %a+ky+ka+p1+pe+5 1(2xd+k1+k2+3 " 2 x4+p1+p2+3)
¢h+‘h+‘h+‘h="l
ky, ks, D1, pc.—() . kd
G @2 93, 4= . Qu

’

1
2 (\2j{ll+kl+k2+5 v

S,‘ = ZSI'("‘-") fur i: 1, 2, 3

1=r<u
v =15 2y em s n

Indem man ¢ als Funktion von 4, und Z4 zum Mini-
mum macht, lassen sich dann in bekannter Weise *
zwei algebraische Gleichungen fiir 4; und 43 ermit-
teln, die man nach bekannten Verfahren niherungs-
weise lost.

4 Diese Variationsmethode wurde bei freien Atomen viel-
fach mit Erfolg angewendet, vgl. P. Gombas, Theorie
und Losungsmethoden des Mehrteilchenproblems der Wel-
lenmechanik, Basel 1950, S. 151 ff.

|
— |+
22‘1+P1+P2+5>

S ( N W S |
3\2 xathy+ke+7 2Xd+p1+p2+7)j’

Beispiel: Im Fall des Ubergangsmetalls Titan'
findet man mit Z=4 aus der Berechnung der sta-
tistischen Verteilung der Rumpfelektronen des 7i™""",
indem man das einfache Thomas-Fermi-Modell mo-
difiziert, mit Austausch und Korrelation® als Nahe-
rung benutzt, unter Beachtung des Pauli-Prinzips
fir die in (2) auftretenden Konstanten

g =6, w=1, d=4+18, 95=85.

5 Vgl. zzB. P. Gombas, Die statistische Theorie des
Atoms und ihre Anwendungen, Springer, Wien 1949.
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Wird (6) mit 220 in der speziellen Form angesetzt

wo(r) = (A/VA=) {u(l—u/2) +iu(l—u)2),
o (t) = Bu? {1 =3+ u(1-u)?} o0 (8, 9),

so laBt sich bei numerischer Durchfithrung der vor-
stehend angegebenen Uberlegungen zu festem o das
Energieminimum durch geeignete Wahl von 4 und u«
bestimmen. Das tiefste Energieminimum ergibt sich

dann fir
0=297, 1=0, u=2,06.

Der hiermit gefundene Radius ¢ der Wigner-Seitz-
Kugel ist 3%0 kleiner als der aus der beobachteten
Gitterkonstanten zu entnehmende Wert, die Uber-
einstimmung zwischen Theorie und Experiment an-
gesichts der rudimentdren Art der Naherung also
tiberraschend gut.

Anhang I

Integrale iiber Produkte von Kugelflichenfunktionen
verschiedener Polarachsen

Zur Berechnung des auf der rechten Seite von (13)
stehenden Integrals kann man fiir den Vektor r, Polar-
koordinaten um r, als Achse einfiihren, die durch die Polar-
winkel 9, @, bezeichnet werden mogen. Setzt man

S Ky @B w,) K3 B )
0
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x,=r1,sind, cosp,,
?/u :ru Siﬂ 19);4, Sin (pu ¥

—_— 7(7
z,=r1,cos ¥,,

(A1)
E“=ru sin ¥, cos ¢, ,
n,=r,sind, sing,,
&= r, cos 19!‘ s
so hat man, wenn man die & ,-Achse in der z,—C -Ebene
wihlt, die Transformation
z,=&, cos ¥, cos p,—, sin @, +{, sin J, cos @,
yuzgu cos 9, sin ®,+n, cos tp,.+>u sind,sing,, (A1)

2=

+£, cos B,.

B &
&, sind,

Die auf der rechten Seite von (15) vorkommenden Pro-
dukte von tesseralen und sektoriellen Kugelfunktionen las-
sen sich in der Form darstellen

Ky (3090 K3 (B0 0,)
—Zh;:, ;::‘ Az (ﬁr’ (px) (Eu/ru)l' (7]“/7'“) &y (‘:u/ru);'a ’
/l, /a, /.5
wobei die Koeffizienten von der Form

(19)5¢)_H, 4

Ays Ay A :v

)f’ /l,/J rp)

A-h )z A3

sind. Mit (A1) folgt dann

_ 2Zh“‘;=%“3(ﬂ,, @,) sin2ht 209, cos?hs 8, - I'((2 4y +1)2)1'( (@ 2+ 1)/2)/I‘(ZI+12+ 1) (A2)
Ay Aoy Ay
2= 2z B B )
und [ao, Ky (9, 0) K (9,,9,) [0, K3 (3,000 K D, 0.0 =L, 505,000 (A3)
0 0
fir v;=», und gleichzeitig v,=,
s 14 fiir 1-!1=1'1 und gleichzeitig ;'2=ve,
wobei 0% = 4

¥ fiir ;=v», und gleichzeitig v;=v,

0 fiir alle anderen »,, v,, vy, ¥»

und die L, ,,; ;, sich durch die h;',f:“g, 27, ausdriicken lassen. Zur Berechnung der Integrale

[0, d0, Kyt 9,, 9, K3t (9, 9,) K (0, 9,0 Kyt (3,0, 9,) /1,

dw,=sin 19‘,‘ d':?u de,
2 2. 2
Ty AT Ty

]
2 rl’ rN

mit dw,=sin 9, dd,dy, ,
cos ¥, =

4

dann wird
0

6 Diese gelegentlich benutzte Methode geht zuriick auf
E. A.Hylleraas, Die Grundlagen der Quantenmechanik

kann man r

also

an Stelle von ¢, als Variable einfiihren® durch

v

T,
sin ¥, d¥,= " dr

T r‘u

v

rvtru

1
/dz?u sin 9, L3 = /‘drm fs
« rl'll. r)' rll. »

rv—ru

mit Anwendungen auf atomtheoretische Ein- und Mehrelek-
tronenprobleme, Oslo 1932, S.112.
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2 Ty
rvtru 3t r2+25r2 ficrr,>r,,
Mit [cos‘-’ P, dr,.,,=
o ) 2 r,
rv—ru s (2/5 r2+rp2 firr,>r,,
! 2 rll
v ra 5, s Aar 2 e by fiie r, >,
und / o :914 dr,,=
. % F,
rv—ru g ;_'4 (fesr,A+4zr2r 24r Y firr, >r,,
"
wird dann [ do, do, K3t (9,,%,) K3t (9,,9,) K3 (9, 0,0 K32 (0,0,9,) 1, (A 4)
1 T, . . i
- [ E( l17«7‘1-+’31’11ol|7- ;;zfj—lr'lr:rl). ; ) fiir Ty < Ty
==§¥i¥s

Vi ¥e /

2 X
1,, o o _‘3 - _rl i j’
r ryreryrs U My vevyve rlg Iylv,)ll. 4

"

Ordnet man die Indizes », 7,7, 7, in folgender rechteckigen Matrix an

0000 0001 0002 0011 0012 0022
0100 0101 0102 0111 0112 0122
0200 0201 0202 0211 0212 0222
1100 1101 1102 1111 1112 1122
1200 1201 1202 1211 1212 1222
2200 2201 2202 2211 2212 2222
so erhdlt man
1 0 0 1 0 1 .l 0 0 —1 0 —1
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
e 0 0 0 0 0 0 _ 4 0 0 gl 0 0 0
8a I 0 0 1 0 1] B=d5| _, 0 0 1 0 .
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 —1 0 0 1 0 1
36 0 0 6 0 6
0 15 0 0 0 0
By oo 0 0o 15 0 0 0
¢ 4sl 6 0 0 36 0o —34 |’
0 0 0 0 35 0
6 0 0 —34 0 36
wobei unter da die Matrix mit den Elementen 6“:' a, , - verstanden ist.
2 178V 78
Aus (A 4) folgt dann
4 2 _ _
fdrr r)'i)'+2‘/ dru rIlI):+2fK;l (“9:'7 (pa) K;:(l?;-’ (pl) K'2| (‘9!17 ¢”) K; (l9u! (pu) d(,l),. dw!l/rru (A 5)
0 0
on +p,+3 1 1 1 1 1
Dy S { yyve s ;«<_‘_+_—~)+13PH'2;’1:1( )+nugnlz( =TT 47;)}
wo pytpa+5 e +3 7 py+3 Py +5 pa+5/ pi+7 p2t+T
Anhang I1 Mit dem Ansatz (17) liefert? die Normierungsbedingung
(4b)
. i ys s 2 — 2 Qs
Bedingungen fiir die ll}ad;:l.telle der Schrodinger- )l 1 1/ "‘1'71 Cslnng 7
unktionen -s 2d,+k1+ka+3 ’
QT q=
Der Ansatz (6) fiir die Schrodinger-Funktion (1) der kyo ks —0 ks
s-Elektronen und die Schrodinger-Funktion v, (r) der d-Elek- % a:=0...., 0s (A 6)
tronen werde hier so getroffen, daBl wesentliche Teile des 204
physikalischen Verhaltens dieser Elektronen bereits durch fala) 2= / Jy CdA1q1 Cdluth
den Ansatz festgelegt sind und die Minimalbedingung fiir ] s ‘ 4 4 2 xq+ki+ka+3"
die Energie nur noch die beiden Variationsparameter s und = ql*q =1

Jq zu liefern braucht.
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Die Randbedingungen (8) auf der Oberfliche der Wigner-
Seitz-Kugel verlangen fiir das Verhalten der Schrodinger-
Funktionen im Nullpunkt

ks ks
#s=— 2k Csko [ X.Csho
k=0 k=0

(A7)
ka kq
xa=— Dk Cako| X Cako
k=0 k=0

und fiir das Verhalten in unmittelbarer Nahe des Nullpunkts

ks
C_\-o,,=—Z(1+£)C,-kq fir ¢=1,2,...,0Qs,
i (A8)
C(IOIIZ—'Z<1+!C~)CJIW fir ¢=1,2,..., Qa
#d,
k=1
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Hinzu kommt, da man von s-Elektronen erwartet, daf} fiir
sie in geniigender Entfernung vom Ionenrumpf die Wahr-
scheinlichkeitsdichte ziemlich konstant verteilt ist. Dieses
physikalische Verhalten kann man durch eine Bedingung der
Art erfassen, daB die Differenz |y (r)[>—|wo(0)[® als
Funktion von o—r erst mit einer ziemlich hohen Potenz
beginnt; unter Benutzung von (6a) ldBt sich dies leicht
explizit formulieren.

(Abgeschlossen am 3. 1.55.)

7 Auch der Fall von Koeffizienten Bsip und Biip, die
von As bzw. A4 unabhingig sind, wurde diskutiert, jedoch
der Kiirze und Ubersichtlichkeit halber werde hier darauf
verzichtet.

Wiirfel-Brettspiele,
deren Steine sich ndherungsweise quantenmechanisch bewegen

Von Fritz Borp
Aus dem Institut fiir Theoretische Physik der Universitat Miinchen
(Z. Naturforschg. 10 a, 783—789 [1955] ; eingegangen am 27. Juli 1955)

In fritheren Arbeiten haben wir die Schrodinger-Gleichung in stochastischer Form dargestellt,
d. h. als lineare Differentialgleichung in der Zeit fiir Wahrscheinlichkeiten!. Hier wollen wir sie
mit gewohnlichen stochastischen Gleichungen vergleichen. Zunichst bestatigt sich das wohlbekannte
Ergebnis, da man beide nicht identifizieren kann?2 Denn nach den quantenmechanischen stochasti-
schen Gleichungen verhalten sich Gesamtheiten wie ungeddimpfte gekoppelte Oszillatoren und nach
den gewohnlichen stochastischen Gleichungen im besten Falle wie geddmpfte. Es gibt wahrschein-
lich auch keine gewohnlichen stochastischen Gleichungen, die die quantenmechanischen gleichmafBig
gut approximieren. Doch wird gezeigt, dal man gewohnliche stochastische Gleichungen angeben
kann, die mit den quantenmechanischen in jedem experimentell gepriiften Bereich beliebig gut
iibereinstimmen, weil in diesem die Relaxationszeiten so groB3 gegen die Schwingungsdauern sein

konnen, daB man von der Dampfung absehen darf.

1. Formulierung der Aufgabe

ir betrachten folgendes Brettspiel: Das Spiel-

brett bestehe aus Z Feldern, die sich zu
einem einfach zusammenhéngenden Ring zusammen-
schlieBen. Auf diesen Feldern bewege sich eine
Gibbssche Gesamtheit von N Spielsteinen, deren
Vorriicken einzeln erwiirfelt wird.

Die Spielregeln seien denkbar einfach und fiir
ein wirkliches Spiel wenig abwechslungsreich. Jeder
Sechser-Wurf gebe das Recht, ein Feld vorzuriicken.
Jeder andere Wurf bedeute, daBl der Stein einmal

L F. Bopp, Z. Naturforschg. 2a, 202 [1947], 7a, 82
[1952], 8a, 6, 228 [1953], 9a, 579 [1954]; Z. angew.
Phys. 6, 235 [1954]; Optik 11, 255 [1954]; S. B. Bayr.
Akad. Wiss., Math. Naturw. K1. 2, 1954; Z. Phys., im Druck.

aussetzt. Danach hat jedes Feld das gleiche Recht.
Der Raum ist homogen. Es gibt kein ausgezeichnetes

Feld, auch kein Zielfeld.

Daher geht das Spiel nicht zu Ende. Unsere Frage
ist darum hochst akademisch: Wie indert sich die
Verteilung einer Gibbsschen Gesamtheit von Spiel-
steinen iiber die Felder von Zug zu Zug? Diese ein-
fache Aufgabe ist in der stochastischen Literatur
behandelt 3.

Die Wahrscheinlichkeit, nach dem »-ten Zug einen
Spielstein im Felde n zu finden, bezeichnen wir mit

2J. v. Neumann, Mathematische Grundlagen der
Quantenmechanik, Berlin 1932, hier Kap. IV 2.

3 J. L. Doob, Stochastic Processes, New York —London
1953.



